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Êàôåäðà ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è ãåîìåòðèè
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Ðàññìîòðåíà ãðàâèòàöèîííàß ìîäåëü ÐýíäàëëÑóíäðóìà ñ îäíèì äî-
ïîëíèòåëüíûì ïðîñòðàíñòâåííûì èçìåðåíèåì. Ðåøåíèß óðàâíåíèé ýâî-
ëþöèè, ßâëßþùèåñß àíàëîãîì êîñìîëîãè÷åñêèõ ðåøåíèé Ôðèäìàíà,
íàéäåíû â 5-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè, êîòîðîå âêëþ÷åò 3  1- ìåðíîå ôè-
çè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìß è âíåøíåå ïðîñòðàíñòâî.
We consider the RandallSundrum model of gravity with one extra
spatial dimension. We obtain solutions of evolutionary equations similar
to cosmological Friedmann solutions. These solutions describe the 5-
dimensional manifold including the 4D physical spacetime and the exterior
bulk space.
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1. Ââåäåíèå
Ãèïîòåçà ÊàëóöûÊëåéíà î ñóùåñòâîâàíèè äîïîëíèòåëüíûõ èçìåðåíèé ïðî-
ñòðàíñòâà îáñóæäàåòñß â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå óæå òðè ÷åòâåðòè âåêà. Îä-
íî èç íàïðàâëåíèé ðàçâèòèß ýòîé ãèïîòåçû  ðàçðàáîòêà ìîäåëåé, â êîòîðûõ
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîå ìíîãîîáðàçèå ßâëßåòñß ïðßìûì ïðîèçâåäåíèåì ïðî-
ñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî íà êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå, õàðàêòåðíûé ðàçìåð êîòî-
ðîãî ìàë [1]. Ïðèìåðîì, ïîßñíßþùèì ýòó ìîäåëü êîìïàêòèôèêàöèè äîïîëíèòåëü-
íûõ èçìåðåíèé, ñëóæèò äâóìåðíûé öèëèíäð C   R  S1a; â ñëó÷àå, åñëè ðàäèóñ a
ìàë (â ñîâðåìåííûõ ìîäåëßõ õàðàêòåðíûé ðàçìåð a  1033 ñì), òî òàêîé öèëèíäð
ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê îäíîìåðíóþ ëèíèþ.
Äðóãîå íàïðàâëåíèå ïðåäñòàâëßþò ïîïóëßðíûå â ïîñëåäíèå ãîäû ìîäåëè, êî-
òîðûå îñíîâàíû íà ãèïîòåçå, ÷òî íàø ìèð ßâëßåòñß áðàíîé  ãèïåðïîâåðõíîñòüþ
ñ òðåìß ïðîñòðàíñòâåííûìè èçìåðåíèßìè è îäíèì âðåìåííûì, âëîæåííîé â íåêî-
òîðîå ìíîãîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Èíîãäà òåðìèí áðàíà (ïðîèñõîäßùèé îò ìåì-
áðàíà) èëè p-áðàíà èñïîëüçóåòñß òàêæå äëß îáîçíà÷åíèß ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòè
óïîìßíóòîé ãèïåðïîâåðõíîñòè  p-ìåðíîãî ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà ðàñïîëîæåííîãî
(äâèæóùåãîñß) â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå áîëüøåé ðàçìåðíîñòè. Ïðè ýòîì
ìàòåðèàëüíàß òî÷êà ßâëßåòñß 0-áðàíîé, ñòðóíà  1-áðàíîé, ìåìáðàíà  2-áðàíîé.
77
78 ÃÐÈÃÎÐÜÅÂÀ Î.À., ØÀÐÎÂ Ã.Ñ.
Â ýòèõ ìîäåëßõ ïðåäïîëàãàþò, ÷òî ìû, æèâß íà áðàíå, íå âèäèì äîïîëíèòåëü-
íûõ èçìåðåíèé ïî êàêîé-ëèáî ïðè÷èíå. ×èñëî äîïîëíèòåëüíûõ èçìåðåíèé, èõ õà-
ðàêòåðíûé ðàçìåð, à òàêæå íàëè÷èå è ÷èñëî ìàòåðèàëüíûõ ïîëåé â ðàçëè÷íûõ
ìîäåëßõ ìîãóò çàìåòíî îòëè÷àòüñß (ñì. îáçîðû [2, 3]). Âìåñòå ñ òåì, êàê ïðàâèëî,
ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî ðàçìåð äîïîëíèòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà äîñòàòî÷íî âåëèê, è
äîïîëíèòåëüíûå èçìåðåíèß ìîãóò, â ïðèíöèïå, áûòü îáíàðóæåíû â ïëàíèðóåìûõ
â íåäàëåêîì áóäóùåì ýêñïåðèìåíòàõ è (èëè) àñòðîíîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèßõ.
Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà ìîäåëü ñ áðàíîé â 5-ìåðíîì âíåøíåì ïðîñòðàí-
ñòâå, ïðåäëîæåííóþ â 1999 ãîäó Ëàéçîé Ðýíäàëë è Ðàìàíîì Ñóíäðóìîì [4, 5].
2. Ìîäåëè ÐýíäàëëÑóíäðóìà
Ðýíäàëë è Ñóíäðóì â ðàáîòàõ [4] è [5] ïðåäëîæèëè äâå ðàçëè÷íûå ìîäåëè ñ ãðà-
âèòèðóþùèìè 3-áðàíàìè â ïßòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Â ñöåíàðèè, ïðåä-
ëîæåííîì â ðàáîòå [4] è íàçûâàåìîì ìîäåëüþ ÐýíäàëëÑóíäðóìà I, ðàññìîòðåíà
ñèñòåìà èç äâóõ áðàí â ïðîñòðàíñòâå ñ êîìïàêòíîé (öèêëè÷åñêîé) ïßòîé êîîðäè-
íàòîé φ >  pi,pi. Áðàíà ñ ïîëîæåíèåì ïðè φ   pi ñ (ïîñòîßííîé) ïîëîæèòåëüíîé
íàïðßæåííîñòüþ îáðàçóåò íàáëþäàåìûé ìèð, äðóãàß áðàíà ïðè φ   0 ñ îòðèöà-
òåëüíîé íàïðßæåííîñòüþ ïðåäñòàâëßåò ñêðûòûé (íåâèäèìûé) ìèð.
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìîäåëü ÐýíäàëëÑóíäðóìà II (RSII), ïðåäëîæåííóþ
â ðàáîòå [5], êîòîðàß ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ñèñòåìó èç îäíîé áðàíû â ïßòèìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ñ íåêîìïàêòíîé äîïîëíèòåëüíîé êîîðäèíàòîé y > R. Ïßòè-
ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìß ïðè y x 0 ìû íàçûâàåì íèæå âíåøíèì ïðîñòðàíñòâîì.
Äåéñòâèå äàííîé ìîäåëè ïðåäñòàâëßåòñß â âèäå ñóììû äåéñòâèß Ýéíøòåéíà
Ãèëüáåðòà äëß âíåøíåãî ïðîñòðàíñòâà è äåéñòâèß áðàíû:
S   S d5x ºg  R2κ2 Λ5  σ   δy»g4 (1)
ãäå Λ5  êîñìîëîãè÷åñêàß ïîñòîßííàß, κ  ãðàâèòàöèîííàß ïîñòîßííàß â 5-ìåðíîì
âíåøíåì ïðîñòðàíñòâå, σ  íàïðßæåííîñòü áðàíû, y  êîîðäèíàòà 5-îãî èçìåðå-
íèß, δy  äåëüòà-ôóíêöèß, g, g4  îïðåäåëèòåëè ìåòðèê, îòíîñßùèõñß ê 5-
ìåðíîìó âíåøíåìó ïðîñòðàíñòâó è áðàíå ñîîòâåòñòâåííî, R  ñêàëßðíàß êðèâèç-
íà. Áðàíà îïðåäåëåíà ïðè y   0.
Íåêîìïàêòíîñòü (y > R) ßâëßåòñß ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ ýòîé ìîäåëè, íå
ïðèâîäßùåé ïðè ýòîì ê íàðóøåíèþ ñòàíäàðòíîãî çàêîíà òßãîòåíèß Íüþòîíà íà
áðàíå ïðè y   0. Òî÷íåå ãîâîðß, ïîïðàâêè ê çàêîíó Íüþòîíà íà áðàíå, íàéäåííûå â
ðàáîòå [5], ñòàíîâßòñß ñóùåñòâåííûìè òîëüêî íà ðàññòîßíèßõ, ìåíüøèõ âåëè÷èíû
`  
¾
 6
κ2Λ5
, (2)
îïðåäåëßåìîé îòðèöàòåëüíîé êîñìîëîãè÷åñêàß ïîñòîßííîé è ãðàâèòàöèîííîé ïî-
ñòîßííîé âî âíåøíåì ïðîñòðàíñòâå.
Âàðèàöèß äåéñòâèß (1) èìååò âèä
δS    1
2κ2 S Gµν  κ2Λ5gµν δgµνºg d5x  σ2 S g4µν δgµν4»g4d4x.
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Çäåñü êîìïîíåíòû ìåòðèêè gµν , òåíçîðîâ Ýéíøòåéíà è Ðè÷÷è
Gµν   Rµν  R2 gµν , Rµν   ∂λΓ
λ
µν  ∂νΓλµλ  ΓλρλΓρµν  ΓλρµΓρλν ,
ñêàëßðíàß êðèâèçíà R   gµνRµν , îòíîñßòñß ê 5 - ìåðíîìó âíåøíåìó ïðîñòðàíñòâó
(èíäåêñû µ, ν ïðîáåãàþò çíà÷åíèß îò 0 äî 4). Èíäåêñ “4” îòìå÷àåò êîìïîíåí-
òû ìåòðèêè íà áðàíå (â ýòîì ñëó÷àå µ, ν ïðîáåãàþò çíà÷åíèß 0,1,2,3). Ïðè y   0
âåëè÷èíû gµν íåïðåðûâíî ïåðåõîäßò â g4µν .
Ïðèðàâíèâàß ê íóëþ âàðèàöèþ äåéñòâèß (1) ïðè ïðîèçâîëüíûõ âàðèàöèßõ ìåò-
ðèêè δgµν , ïîëó÷èì óðàâíåíèß ÝéëåðàËàãðàíæà ãðàâèòàöèîííîãî ïîëß äëß äåé-
ñòâèß (1). Îíè èìåþò âèä:
Gµν   κ2Λ5  σδygµν , µ, ν B 3, (3)
Gµ4   κ2Λ5gµ4, µ   0, . . . ,4. (4)
Çàìåòèì, ÷òî ýòà ìîäåëü äîïóñêàåò ðåøåíèå, îáîáùàþùåå ðåøåíèå Øâàðö-
øèëüäà. Ïîëàãàß, ÷òî òî÷å÷íàß ìàññà ðàçìåùåíà íà áðàíå (ïðè y   0), ðàññìîòðèì
ìåòðèêó ñî ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèåé íà áðàíå â ñëåäóþùåì âèäå:
ds2   e2P yeαrdt2  eβrdr2  r2dθ2  cos2 θ dϕ2  dy2.
Âû÷èñëèâ ñèìâîëû Êðèñòîôôåëß, êîìïîíåíòû òåíçîðà Ðè÷÷è, ñêàëßðíóþ êðè-
âèçíó äëß ýòîé ìåòðèêè è ïîäñòàâèâ ýòè âåëè÷èíû â óðàâíåíèß ìîäåëè (3), (4),
ïîëó÷èì ñèñòåìó èç 4 íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé
αr  βr   0,
e2Pββ~r  r2  e2P ~r2  3P y  6P 2   κ2 Λ5  σδy,
1
4
e2Pβ  2α  α2  αβ  2β  α~r  3P y  6P 2   κ2 Λ5  σδy,
1
4
e2Pβ  2α  α2  αβ  4β  α~r  4r2  e2P ~r2  6P 2   κ2Λ5.
Âûäåëßß ñëàãàåìûå, çàâèñßùèå è íå çàâèñßùèå îò r, íàõîäèì, ÷òî ôóíêöèß P y
äîëæíà óäîâëåòâîðßòü ñèñòåìå óðàâíåíèé
3P y   κ2σδy, 6P 2   κ2Λ5. (5)
Ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè Λ5 @ 0  ðàññìàòðèâàåìàß ìîäåëü (1) äîëæíà áûòü
ìîäåëüþ àíòè-äå Ñèòòåðà [2]  [5].
Ðåøåíèå óðàâíåíèé (5) èìååò âèä
P y   ¾κ2Λ5
6
SyS   SyS
`
, `  
¾
 6
κ2Λ5
  6
κ2σ
,
ãäå `  âåëè÷èíà (2), ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèß
Λ5   κ
2σ2
6
, (6)
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æåñòêî ñâßçûâàþùåãî îòðèöàòåëüíóþ êîíñòàíòó Λ5 äëß âíåøíåãî ïðîñòðàíñòâà è
íàòßæåíèå σ áðàíû.
Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèß ðåøåíèå ñèñòåìû (3), (4), øâàðöøèëüäîâñêîãî
òèïà èìååò âèä
ds2   e2SyS~`Ł1  rg
r
dt2  Ł1  rg
r
1dr2  r2dθ2  cos2 θ dϕ2	  dy2. (7)
Íà áðàíå (y   0) îíî ïðîßâëßåòñß êàê ðåøåíèå Øâàðöøèëüäà ñ íüþòîíîâñêîé
àñèìïòîòèêîé ïîòåíöèàëà òî÷å÷íîé ìàññû V r  1~r. Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå (7)
äîïóñêàåò øèðîêèé êëàññ îáîáùåíèé  ïðè çàìåíå âûðàæåíèß â êâàäðàòíûõ ñêîá-
êàõ â (7) íà ëþáóþ 31 -ìåðíóþ ðè÷÷è-ïëîñêóþ ìåòðèêó è âûïîëíåíèè ðàâåíñòâà
(6) ìû ïîëó÷èì ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (3), (4) äàííîé ìîäåëè [6].
3. Ðåøåíèß êîñìîëîãè÷åñêîãî õàðàêòåðà
Èñïîëüçóß ïðåäëîæåííûå â ðàáîòàõ [2], [7]  [9] ìåòîäû, áóäåì èñêàòü ðåøåíèß
óðàâíåíèé (3), (4), êîòîðûå ßâëßþòñß àíàëîãîì êîñìîëîãè÷åñêèõ ðåøåíèé Ôðèä-
ìàíà â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè (ÎÒÎ). Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïðîñòðàíñòâåí-
íàß ÷àñòü ìíîãîîáðàçèß, îòíîñßùàßñß ê áðàíå (ñå÷åíèå t   const, y   0), ßâëßëàñü
îäíîðîäíûì è èçîòðîïíûì òðåõìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì. Âîçìîæíû 3 âàðèàíòà,
õàðàêòåðèçóåìûå çíàêîì K ñêàëßðíîé êðèâèçíû òàêîãî ìíîãîîáðàçèß: 1) òðåõ-
ìåðíàß ñôåðà S3a K   1, 2) ïñåâäîñôåðà P 3a K   1, 3) åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî
R3 K   0. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìàñøòàáíûé ôàêòîð a çàâèñèò îò t è y (çíà÷åíèå
y x 0 îòíîñèòñß ê âíåøíåìó ïðîñòðàíñòâó), ïðè÷åì çàâèñèìîñòü îò y, êàê âåëè÷èíû
at, y òàê è äîïîëíèòåëüíîãî ìíîæèòåëß bt, y ßâëßåòñß ÷åòíîé ôóíêöèåé.
Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî ðàññìîòðèì ìåòðèêó äëß ìîäåëè RSII â ñëåäóþùåì âèäå,
îáîáùàþùåì âûðàæåíèå â ðàáîòå [2]:
ds2   a2t, y b2t, ydt2  dy2  du2  c2Kudv2  c2Ku c2Kvdw2 . (8)
Çäåñü x0   t, x1   u, x2   v, x3   w, x4   y,
cKu   ¢¨¨¨¦¨¨¨¤
cosu, K   1,
1, K   0,
chu, K   1, sKu  
¢¨¨¨¦¨¨¨¤
sinu, K   1,
u, K   0,
shu, K   1.
Ïîäñòàâèì ìåòðèêó (8) â óðàâíåíèß (3), (4). Ïîñëå âû÷èñëåíèß ñèìâîëîâ Êðè-
ñòîôôåëß, êîìïîíåíò òåíçîðîâ Ðè÷÷è è Ýéíøòåéíà íàõîäèì, ÷òî ñèñòåìà (3), (4)
ñâîäèòñß ê ÷åòûðåì íåòðèâèàëüíûì óðàâíåíèßì (ïðè ýòîì G11   G22   G33):
G00  3a2b2 2 a˙2a2  aa  a˙b˙ab  abab Kb2   κ2Λ5  σδy, (9)
G11  1a2b2
3 a¨a  3aa  b¨b  b˙2b2  bb  b2b2 Kb2   κ2Λ5  σδy, (10)
G44  3a2b2
 a¨a  2a2a2  a˙b˙ab  abab Kb2   κ2Λ5, (11)
G40  3a2b2  a˙a  a b˙ab  2 a˙aa2  a˙bab    0. (12)
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Çäåñü è íèæå òî÷êà îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî t, øòðèõ  ïî y.
Â ðàáîòå [7] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé, àíàëîãè÷íàß (9)  (12), èìå-
åò ïåðâûé èíòåãðàë â îáëàñòè y x 0 âíåøíåãî ïðîñòðàíñòâà. Â íàøåì ñëó÷àå, âû-
÷èñëèâ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî t è ïî y ôóíêöèè
F t, y   a˙2  a2~b2 Ka2
è âûðàçèâ a˙ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèß (12), âèäèì, ÷òî ýòè ïðîèçâîäíûå ñ òî÷íîñòüþ
äî ìíîæèòåëåé ðàâíû ëåâûì ÷àñòßì ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèé (9) è (12), à ñàìè
ýòè óðàâíåíèß â îáëàñòè y x 0 ñâîäßòñß ê âèäó
∂F
∂t
  2
3
a3a˙κ2Λ5,
∂F
∂y
  2
3
a3a

κ2Λ5.
Èíòåãðèðóß èõ, ïîëó÷àåì óïîìßíóòûé âûøå ïåðâûé èíòåãðàë
F t, y  1
6
κ2Λ5a4   CF   const, y x 0. (13)
Ââåäß ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå [2, 7] äëß îòðèöàòåëüíîé ïîñòîßííîé Λ5 âíåø-
íåãî ïðîñòðàíñòâà, óäîâëåòâîðßþùåé óñëîâèþ (6)
ρB   Λ5, ρB   κ
2σ2
6
, (14)
ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (13) â âèäå
a˙2  a2 Ka2b2  1
6
κ2ρBa
4b2   CF b2, y x 0. (15)
Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ôóíêöèé a è b íà áðàíå (ïðè y   0). Òàê êàê â ïðàâîé
÷àñòè óðàâíåíèé (9) è (10) íàõîäèòñß δ-ôóíêöèß, òî êîìïîíåíòû ìåòðèêè äîëæíû
èìåòü ðàçðûâû 1-ûõ ïðîèçâîäíûõ ïî y. Äëß èõ àíàëèçà ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå
(9), óìíîæåííîå íà a2b2 ïî y îò ε äî ε, ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà
εR
ε
δydy   1 è ÷åòíîñòè
ôóíêöèé a è b, íàïðèìåð at, y   at,y, at, y   at,y. Â ëåâîé ÷àñòè (9)
âêëàä äàåò òîëüêî ñëàãàåìîå ñ a~a. Ïðîèíòåãðèðóåì åãî ïî ÷àñòßì:
ε
S
ε
a

a
dy   a

a
Uε
ε

ε
S
ε
a
2
a2
dy   2a

a
U
y ε  2ε
a2
a2
.
Çäåñü ó÷òåíû ðàçðûâ a ïî y, íå÷åòíîñòü ôóíêöèè a~a, ÷åðòà ñâåðõó îçíà÷àåò
ñðåäíåå çíà÷åíèå íà èíòåðâàëå ε, ε. Ïðåäåë ïðè ε  0 èíòåãðàëà îò óðàâíåíèß
(9) èìååò âèä:
a

a
U
y 0   
1
6
a2b2κ2σU
y 0. (16)
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èíòåãðèðóß óðàâíåíèå (10), ïðè ε  0 èìååì
6 lim
y 0
a

a
 2 lim
y 0
b

b
  a2b2κ2σU
y 0.
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Îòêóäà ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (16) ïîëó÷àåì
b

b
U
y 0   0. (17)
Íàéäåì ïðåäåë óðàâíåíèß (12) ïðè y   0, äëß ýòîãî ïðîäèôôåðåíöèðóåì (16)
ïî t:
a˙

a
U
y 0  
a˙a

a2
U
y 0 
1
3
σκ2aba˙b  ab˙U
y 0 (18)
Ïîäñòàâëßß (16), (17), (18) â óðàâíåíèå (12) è óñòðåìëßß y   0, ïîëó÷èì
lim
y 0
a˙ab2σ  b˙ba2σ   0,  Ł a˙
a
 b˙
b
U
y 0   0.
Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî t, ïðèäåì ê ðàâåíñòâó
a0t b0t  abU
y 0   C   const. (19)
Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèß äëß ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà è ìíîæèòåëß íà áðàíå
a0t   at,0, b0t   bt,0, (20)
ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ íà áðàíå ðàâíî êîíñòàíòå, îáîçíà÷åííîé C â (19).
Äëß ïîèñêà ðåøåíèé ñèñòåìû (9)  (12) íà áðàíå ïîëàãàåì, ÷òî â ìàëîé åå
îêðåñòíîñòè (y   0) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
a

a
  1
3
a2b2κ2σδy  ψt. (21)
Ñëàãàåìîå ñ δy â (21) îïðåäåëßåòñß ñêà÷êîì è ïðåäåëîì (16), ψt  ïðîèçâîëü-
íàß ãëàäêàß ôóíêöèß îäíîé ïåðåìåííîé. Ïîäñòàâëßß ðàâåíñòâà (16), (17), (19),
(21) â ñèñòåìó óðàâíåíèé (9)  (12) ïðè y   0 (íà áðàíå), ïðèâåäåì åå ê âèäó¢¨¨¨¨¨¨¨¨¨
¨¨¨¦¨¨¨¨¨¨¨¨
¨¨¨¨¤
a˙20
a20
 KC
2
a20
  κ2
3
C2ρB  ψt,
2
a¨0
a0
 b

b
U
y 0 
a˙20
a20
 KC
2
a20
  κ2C2ρB  3ψt,
a¨0
a0
 a˙
2
0
a20
 KC
2
a20
  κ2
3
C2ρB 
κ4
18
C4σ2,
(22)
Âû÷èòàß ïåðâîå óðàâíåíèå (22), ïîëó÷åííîå èç (9), èç äâóõ îñòàëüíûõ óðàâíå-
íèé ýòîé ñèñòåìû, ñâåäåì ïîñëåäíèå ê âèäó
a¨0
a0
  κ2
3
C2ρB 
1
2
b
b
U
y 0  ψt   κ418 C4σ2  ψt. (23)
Äèôôåðåíöèðóß ïî t ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (22) (óìíîæåííîå íà a20) è
èñêëþ÷àß èç äâóõ ïåðâûõ óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû a¨0 è a˙0, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå
1
2
b
b
U
y 0  
ψ˙
2
a0
a˙0
. (24)
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Ïîäñòàâèâ åãî âî âòîðîå ðàâåíñòâî (23), ïðèäåì ê óðàâíåíèþ
a0ψ˙  4a˙0ψ   Q2a˙0. (25)
Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå äëß êîíñòàíòû
Q2   κ4
9
C4σ2  2κ
2
3
C2ρB   23κ
2C21 C2ρB (26)
è ó÷òåíî ðàâåíñòâî (14).
Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèß (25) èìååò âèä
ψt   C1
a40
 Q
2
4
.
Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (22) è âûðàçèì a˙0:
da0
dt
  
¿ÁÁÀC1
a20
 κ
2C2C2  1ρB
6
a20 KC2. (27)
Ñëàãàåìîå ñ êîíñòàíòîé C1 â ýòîì óðàâíåíèè äëß ýâîëþöèè ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà
òðàäèöèîííî íàçûâàþò ñëàãàåìûì òåìíîãî èçëó÷åíèß [2, 8]. Îòìåòèì, ÷òî êîí-
ñòàíòà C1 æåñòêî ñâßçàíà ñ ïîñòîßííîé CF â ïåðâîì èíòåãðàëå (13) ñîîòíîøåíèåì
C1   CFC2. (28)
Îíî ñëåäóåò ïðè ïåðåõîäå â ðàâåíñòâå (13) ê ïðåäåëó y   0 ïîñëå ïîäñòàíîâêè
òóäà âûðàæåíèé (16), (19) è (27).
Íàõîäèì ðåøåíèå óðàâíåíèß (27)  çàâèñèìîñòü ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà a0 íà
áðàíå îò âðåìåíè. Îíî îïðåäåëßåòñß ñîîòíîøåíèåì ìåæäó áåçðàçìåðíîé êîíñòàí-
òîé C (19) è åäèíèöåé è èìååò ñëåäóþùèé âèä äëß òðåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ:
C   1  a0t   »2ºC1t Kt2,
C @ 1  a20t   12q2  K »4q2CF K2   sin 2qCt  t0,
C A 1  a20t   12q2 K  ft.
(29)
Çäåñü q   κ»SC2  1SρB~6,
ft   ¢¨¨¨¨¨¦¨¨¨¨¨¤
»
4q2CF K2   sh 2qCt  t0, ïðè 4q2CF AK2,
exp 2qCt  t0, ïðè 4q2CF  K2,»
K2  4q2CF   ch 2qCt  t0, ïðè 4q2CF @K2.
Äëß ðåøåíèé (29) íà áðàíå ìåòðè÷åñêèé ìíîæèòåëü b0t   bt,0 îïðåäåëßåòñß
èç ðàâåíñòâà (19): b0t   C~a0t. Âûðàæåíèß, ïîëó÷åííûå èç (29) ñ ïîìîùüþ çà-
ìåíû t   t, òàêæå ßâëßþòñß ðåøåíèßìè óðàâíåíèß (27), îïèñûâàþùèìè ñæàòèå.
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Ðèñ. 1 èëëþñòðèðóåò çàâèñèìîñòü (29) ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà íà áðàíå a0t îò
âðåìåíè ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèßõ ïàðàìåòðîâ C, K, CF   C1~C2. Ïðè ýòîì êîí-
ñòàíòà èíòåãðèðîâàíèß t0 â ðåøåíèßõ óðàâíåíèß (27) âûáðàíà òàê, ÷òîáû íà÷àëü-
íîìó ìîìåíòó t   0 ñîîòâåòñòâîâàëî ñèíãóëßðíîå ñæàòèå a0   0 ñ ïîñëåäóþùèì
ðàñøèðåíèåì èëè, ïðè îòñóòñòâèè ñèíãóëßðíîñòè  ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå a0.
Ïðè C   1 â âûðàæåíèè (29) çíà÷åíèå t0 âûáðàíî ïî óêàçàííîìó ïðèíöèïó.
Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàëüíûå êðèâûå a0   a0t ßâëßþòñß êðèâûìè 2-ãî ïîðßäêà
 îêðóæíîñòßìè ïðè K   1, ïàðàáîëàìè ïðè K   0, ãèïåðáîëàìè ïðè K   1.
Ýòè êðèâûå ïîõîæè íà ñâîè àíàëîãè äëß çàêðûòîé, ïëîñêîé è îòêðûòîé ìîäåëåé
Ôðèäìàíà â ÎÒÎ, íî, â îòëè÷èå îò ïîñëåäíèõ, â ðåøåíèè (29) ýâîëþöèß a0t
îïðåäåëßåòñß íå îáû÷íîé ìàòåðèåé, à òåìíûì èçëó÷åíèåì ñ ïëîòíîñòüþ, ïðî-
ïîðöèîíàëüíîé êîíñòàíòå C1   CF .
0 0.5 1 1.5 2 2.5
0
0.5
1
1.5
2
2.5
 C = 1;    C1 =  CF = 1
 K = −1  K = 0
 K = 1
 a0
 t 0 0.5 1 1.5 2 2.5
0
0.5
1
1.5
 C = 0.8;    q = 1
  CF = 1
 K = 1  K = 0
 K = −1
 a0
 t
0 0.5 1 1.5 2
0
1
2
3
4
5
 C = 1.2;    q = 1
 CF = 0.5
 K = −1
 K = 0
 K = 1
 a0
 t 0 1 2 3
0
1
2
3
4
5
 C = 1.2;    q = 1
 K = −1
 K = 0  K = 1
 CF = 0.252
 K = 1
 CF=0.248
 a0
 t
Ðèñ. 1: Çàâèñèìîñòü ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà a0 íà áðàíå îò âðåìåíè t ïðè óêàçàííûõ
çíà÷åíèßõ ïàðàìåòðîâ
Ïðè C @ 1 äëß âñåõ K íàáëþäàåòñß îäèí òèï ýâîëþöèè ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà
a0t  ðàñøèðåíèå ñìåíßòñß ñæàòèåì äî ñèíãóëßðíîñòè çà êîíå÷íîå âðåìß. Ïðè
C A 1 äëß âñåõK, íàïðîòèâ, ðàñøèðåíèå íåîãðàíè÷åíî  îíî íà÷èíàåòñß ñî ñòåïåí-
íîãî çàêîíà è ïðè áîëüøèõ t ïåðåõîäèò íà óñêîðåííûé ýêñïîíåíöèàëüíûé ðåæèì
a0t  expqCt. Ïðàâàß íèæíßß ÷àñòü ðèñ. 1 ïîêàçûâàåò îñîáåííîñòè çàâèñèìî-
ñòè a0t âáëèçè êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèß 4q2CF   K2. Äëß ñëó÷àß CF   0.252 ïðè
K   1, q   1 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî 4q2CF AK2, ýâîëþöèß íà÷èíàåòñß ñ a0   0, è
çàñòûâàíèå a0 òåì äîëüøå, ÷åì áëèæå CF ê êðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ CF   0.25.
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Ïðè CF @ 0.25 è òåõ æå K   1, q   1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 4q2CF @K2, íà÷àëüíàß
ñèíãóëßðíîñòü èñ÷åçàåò (íà ðèñ. 1 ïðè t   0 ÷åòíàß ôóíêöèß a0t èìååò ìèíèìóì)
è ïðè t  ª ýâîëþöèß ñòàðòóåò ñî ñæàòèß.
Çàìåòèì, ÷òî äëß îòêðûòîé ìîäåëè (K   1) ðàñøèðåíèå íà÷èíàåòñß èç òî÷êè
a0   0 è ïðè 4q2CF @ K2, è ïðè 4q2CF A K2. Íà ðèñ. 1 ñëèâàþòñß äâå êðèâûå,
îòâå÷àþùèå CF   0.252 è CF   0.248 ïðè K   1.
Ìû íàøëè çàêîí ýâîëþöèè ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà at,0 ïðè y   0 (íà áðàíå)
äëß ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèß ïàðàìåòðîâ K, C, CF . Áóäåì èñêàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ
èì çàâèñèìîñòü at, y è bt, y ïðè y x 0 (âíå áðàíû).
4. Ðåøåíèß âî âíåøíåì ïðîñòðàíñòâå
Íàéäåì ðåøåíèß ñèñòåìû (9)  (12) âî âíåøíåì ïðîñòðàíñòâå (ïðè y x 0), äëß
êîòîðûõ ôóíêöèè (29) ßâëßþòñß ïðåäåëîì ïðè y   0. Â ýòîì ïðåäåëå èñêîìûå
ðåøåíèß äîëæíû óäîâëåòâîðßòü óñëîâèßì (16), (17), à òàêæå óñëîâèßì
a
a
U
y 0  
κ2C2C2  1ρB
6
 C1
a40t , bb Uy 0    4C1a40t . (30)
ïîëó÷åííûì ïîäñòàíîâêîé âûðàæåíèé äëß ψt è (27) â ñîîòíîøåíèß (21) è (24).
Â äàííîé ðàáîòå íàì óäàëîñü íàéòè àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèß â ðàìêàõ ïðåäïî-
ëîæåíèß
at, y   a0tαy, bt, y   b0tβy. (31)
Ïðè ýòîì ââèäó ÷åòíîñòè ôóíêöèé αy è βy äîñòàòî÷íî íàéòè èõ ïðè y A 0.
Ïîäñòàâëßß âûðàæåíèß (31) â ðàâåíñòâà (30), âèäèì, ÷òî ïîñëåäíèå âûïîëíß-
þòñß òîëüêî â ñëó÷àå
C1   CF   0. (32)
Íèæå ïîëàãàåì, ÷òî ðàâåíñòâî (32) èìååò ìåñòî, òî åñòü òåìíîå èçëó÷åíèå îòñóò-
ñòâóåò [2].
Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèß (31), (22) ïðè óñëîâèè (32) â ñèñòåìó óðàâíåíèé (9)  (13)
ïðè y A 0, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé:
αy
αy 	2  κ2C2ρB6 C2  1  α2yβ2y   KC2a20tβ2y  1   αyβyαyβy ,
αy
αy  κ2C2ρB6 C2  1  2α2yβ2y   KC2a20tβ2y  1  αyβyαyβy .
Åå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðßþùåå óñëîâèßì (16), (17), (30), (32) èìååò âèä
βy   1,
αy   1  κ»ρB~6 SyS1 ïðè C   1,
αy    cos qCy  Cº
1 C2
sin qC SyS1 ïðè C @ 1,
αy    ch qCy  Cº
C2  1
sh qC SyS1 ïðè C A 1, (33)
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Îòìåòèì, ÷òî õàðàêòåð çàâèñèìîñòè (33) ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà a îò y îäèíàêîâ
äëß âñåõ K (îòêðûòîé, ïëîñêîé è çàêðûòîé ìîäåëåé). Ïðè ýòîì ðåøåíèß (29) â
ðàìêàõ óñëîâèß (32) C1   0 äëß âñåõ çíà÷åíèé C ñóùåñòâóþò òîëüêî ïðè K   1:
K   1  a0t   ¢¨¨¨¨¦¨¨¨¨¤
q1 sin qCt, C @ 1,
t, C   1,
q1 sh qCt, C A 1;
K   0, C A 1  a0t   A0eqCt;
K   1, C A 1  a0t   q1 ch qCt. (34)
Ïðè C1   0, C B 1, K   0 è K   1 íå ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé a0t
óðàâíåíèß (27) â ñèëó íåïîëîæèòåëüíîñòè ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèß. Íàïîìíèì,
÷òî q   κ»SC2  1SρB~6.
Ðèñ. 2 èëëþñòðèðóåò çàâèñèìîñòü ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà at, y îò âðåìåíè t
(ñëåâà) è îò êîîðäèíàòû y (ñïðàâà), îïðåäåëßåìóþ ñîîòâåòñòâåííî âûðàæåíèß-
ìè (34) è (33) ïðè óñëîâèè (32), ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè κ2ρB   6 è óêàçàííûõ
çíà÷åíèßõ ïàðàìåòðîâ C è K.
 C = 0.8
 C = 1.2
 K = 1
 K = 0
 K = −1
 K = −1
 C = 1
 K = −1
 a0(t)
 t0 2 4
2
4
 C = 0.8
 C = 1
 C = 1.2
α(y)
 y0 2 4
1
Ðèñ. 2: Çàâèñèìîñòü ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà a îò âðåìåíè t (ñëåâà) è îò êîîðäèíàòû y
(ñïðàâà) ïðè C1   0, κ2ρB   6 è óêàçàííûõ çíà÷åíèßõ ïàðàìåòðîâ C è K
Ðèñ. 2 äåìîíñòðèðóåò, ÷òî ìàñøòàáíûé ôàêòîð a èìååò ðàçðûâ ïðîèçâîäíîé ay
ïðè y   0, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ (16). Ýòîò ðàçðûâ ñâßçàí ñ
ôóíêöèåé δy â ïðàâûõ ÷àñòßõ óðàâíåíèé (9) è (10).
5. Çàêëþ÷åíèå
Â íàñòîßùåé ðàáîòå íàéäåíû è èññëåäîâàíû íå îáíàðóæåííûå ðàíåå â ðàáîòàõ
[2]  [9] ðåøåíèß óðàâíåíèé ýâîëþöèè äëß ìîäåëè ÐýíäàëëÑóíäðóìà ñ äåéñòâèåì
(1), êîòîðûå ßâëßþòñß àíàëîãîì êîñìîëîãè÷åñêèõ ðåøåíèé Ôðèäìàíà. Ðàññìîò-
ðåíû òðè êîñìîëîãè÷åñêèå ìîäåëè ñî çíàêîì K   1, K   0, K   1 êðèâèçíû
òðåõìåðíîé îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòè ìíîãîîáðàçèß. Äåé-
ñòâèå (1) è ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèß ýâîëþöèè (3), (4) ñîäåðæàò îòðèöàòåëüíóþ
êîñìîëîãè÷åñêóþ ïîñòîßííóþ Λ5   ρB è íàòßæåíèå σ áðàíû, ñâßçàííûå ñîîòíî-
øåíèåì (6) èëè (14). Ìû, ïîëàãàß, ÷òî ïëîòíîñòü îáû÷íîé âèäèìîé ìàòåðèè ìàëà
ïî ñðàâíåíèþ ñ ρB , íå âêëþ÷àåì â óðàâíåíèß (3), (4), (9)  (12).
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Â ýòèõ ïðåäïîëîæåíèßõ íàéäåíû êîñìîëîãè÷åñêèå ðåøåíèß ñèñòåìû (9)  (12)
íà áðàíå (ïðè y   0) äëß ýòèõ òðåõ ìîäåëåé â âèäå (29) (ðèñ. 1). Ïðè ôèêñèðîâàííûõ
çíà÷åíèßõ κ, ρB è âðåìåíè t   0 ñòàðòà ýâîëþöèè ðåøåíèß (29) ïðè êàæäîì K
îáðàçóþò äâóïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñ ïàðàìåòðàìè C èç ðàâåíñòâà (19) è CF
èç ñîîòíîøåíèß (13). Êîíñòàíòà CF ñâßçàíà ñ òåìíûì èçëó÷åíèåì [8].
Õàðàêòåð ðåøåíèé (29) ñèëüíî çàâèñèò îò çíà÷åíèß C: ïðè C   1 îíè íàïîìè-
íàþò êîñìîëîãè÷åñêèå ðåøåíèß Ôðèäìàíà â ÎÒÎ, íî ïðè C x 1 ñóùåñòâåííî îò
íèõ îòëè÷àþòñß. Â ÷àñòíîñòè, ïðè 0 @ C @ 1 äëß âñåõ K è CF íà÷àëüíîå ðàñøèðå-
íèå íåèçáåæíî ñìåíßåòñß ñæàòèåì, è âðåìß ýâîëþöèè êîíå÷íî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïðè C A 1 äëß âñåõ K è CF ýâîëþöèß íåèçáåæíî âûõîäèò íà óñêîðåííîå ýêñïî-
íåíöèàëüíîå ðàñøèðåíèå a0t  expqCt, ÷òî ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïîñëåäíèì
îöåíêàì [10] ïàðàìåòðà àêñåëåðàöèè äëß íàøåé Âñåëåííîé. Ïðè ýòîì âîçìîæíî
îòñóòñòâèå íà÷àëüíîé ñèíãóëßðíîñòè ïðè 2
3
κ2C2  1ρBCF BK.
Ðåøåíèå óðàâíåíèé (9)  (12) âî âíåøíåì ïðîñòðàíñòâå (ïðè y x 0) áûëî íàéäåíî
â âèäå (31) è (33) äëß ñëó÷àß CF   0. Ðèñ. 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî õàðàêòåð çàâèñèìîñòè
ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà a îò êîîðäèíàòû y (5-ãî èçìåðåíèß) òàêæå ñóùåñòâåííî
çàâèñèò îò çíà÷åíèß êîíñòàíòû C (19).
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